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SZÉPESSY DALINT 
MEGJEGYZÉSEK A VALÓS Elit ÍG Vi-NYÉK ITEIMl ASAI1UZ V-
CA VÉGES RENDŰ CIKLUSOKRÓL) 
k 
ABSTRACT: {Remarks on iteration of real functionn l'. J .-1 real 
valued fun el ion ft x > , defined on t he t.'loseil 
interval L a, b J , is called Herat ional basic 
function if 
Ci) fCx) is a coni i nttous ftiuct ion tit ever\r inside 
points of the interval f.a,l>J; furthermore 
fCx) is continuous on the rißht and on the 
left at point a and b respectively: 
C i i) fCx) ma(>s the interval la.b.l *>nt o itself; 
Ciii) there is no subinterval of the interval I a,b] 
yhere fCx) is a constant function; 
For 1=0,1,2,... the function f\(x), defined b\ 
f (x)*x nnd f'. (x) = l'll' Cx)] for i>t); is called l1'" 
O v ^ 1 - 1 I ' 
iterated /unction of fCx). Ji't> say a real number c 
is a fix point of fCx) of order one if fCc)~c, 
furthermore c is a fix point of or tier r if f CcO=c 
but f^Cci^c for n=l,2,..4,r-1. If c is a fix point 
of fCx) of order r, then the numbers f'Cci'—c , 
f ^ C1J==C2>- • • ^cr-jJ~c a r e also fix points of order 
r and the fix points c j ( c 2 t: fiive a cycle of 
order r. 
In some earlier papers we $ave conditions for f'(x> 
if it has no fix point of order greater than ttoo or 
four, furthermore we have studied iterational basic 
functions for tjhich t hp or tiers of ihn cycles are 
unbounded (see SZEPESSY f V 1 , 11 O ] , 111 1 , and 1121J>. 
In this paper we investigate iterational It tin i e 
functions for which we have cycles of finitel i 
^ order. 
1. Bevezetés 
Legyen f Cx) az ta,bl (a<b) zárt intervallumban 
értelmezett olyan egyértékü valós l'üggvény, amely eleget tesz 
a következő feltételeknek 
1. f(x) az adott szakasz minden belső pontjában 
folytonos a kezdő és a végpontban jobbról, illetve 
balról folytonos: 
2. f(x) az t a
 f b 1 intervallumot, önmagára képezi 1<M 
3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, 
amelyben f'(x} = constans teljesül. 
Az fCx) függvényt iterációs alapfüggvénynek nevezzük az 
adott intervallumon. 
Az f (x) = xi f < x)"fC.v.» . f fx)"i(K.v)), ... U * t ' 7. ' * 
f
 p (x)=l' ^ f r _ t ( x> J . . . függvényeket az fCx) függvény nulladik, 
első, második, . . . , n-edik (n-edrendü),. . . iterált 
függvényeinek (iteráltjainak) nevezzük. Az f r(x) (n-2,3,...) 
függvények is mind rendelkeznek az 1., 2., 3. 
tulajdonságokkal. (Ezt az összetett függvény folytonosságára 
vonatkozó tételekből teljes indukcióval könnyen 
bizonyithatjuk.) 
Teljesülnek az f (x>=f [f (x)]=f |f (\) azonosságok n m n ^  m J m ^  n ) 
is. Ha lc,dl (c<d) az La,bl szakasz egy részszakasza, akkor 
pontjainak első i tor a 11 j a i ÍH BRJ' pzakaß'-iL alkotnak} jrln 
t c, d 3 . A lc,d3 Kzak-ipz n-edik itt? rá.ttján a 
le, dl = lc,d3 intervallumot értjük. 
»> l • • ' - U , 
Ha f Cc)=c, akkor a c pontot az fix) függvény elsőrendű 
Fixpontjának nevezzük. Ha f Cc)»*c n—1,2.3,. . . , r—.1 esetén, de 
t. n 
frCc)=c; akkor a c pont az fCx) Függvény i—edrendü Fixpontja. 
Ekkor, mint ismeretes az fCc)=cl. F £c 4 j =c2 , . . . , F £cr 
pontok is páronként különböző i—edrendü fixpontok, s egy 
r-edrendü ciklust alkotnak. 
Az első i terációelmél et i rendszerező dolgozatok BAK'NA 
BÉLA-tól jelentek meg Cl ásd 11.3, 12 J, 131 és til). Azóta 
— dolgozatai kapcsán is — megnövekedőtt azok száma, akik 
iterációelméleti kutatásokat folytatnak, s egyre több eddig 
még nyitott kérdést tisztáznak. 
Előbbi dolgozatokban Cl VI,till) azt a kérdési 
vizsgáltuk, hogy milyen iterációs alapfüggvény esetén nem 
lehet a fixpontok Cciklusok) rendszámára felső korlátot adni. 
Bebizonyítottuk, hogy 
1. Ha az ta.bl szakaszban í'Cx) az 1 . , 2. , 3. 
feltételeknek eleget tesz és van két olyan diszjunkt 
részszakasz, amelyeket a függvény az egész la.bl szakaszra 
képez le, akkor van bármilyen magasrendű ciklus. Ennek a 
tételnek a feltételei csak elégségesek a tetszőleges 
magasrendű ciklus létezéséhez. Kiderült ugyanis, hogy 
2. Ha a^c<d<b és fCx) az la,bl szakaszon értelmezett 
olyan iterációs alapfüggvény, amelyre fCc)=c, fCd)=b, továbbá 
van a td,b3 szakasznak olyan részszakasza, amelyet fCx) az 
la,bl szakaszra képez le, akkor bármely Ctermészetes) n szám 
esetén van az fCx) függvénynek n—edrendü fixpontja. 
Ezeknek a tételek rick az elégséges volta miatt. kezdtük 
vizsgálni, hogy milyen iterációs alapfüggvények esetén lehet 
a ciklusok rendszámára felső korlátot adni 11101,1.1 21.). Az 
emiitett dolgozatokban az alapfüggvényre olyan további 
feltételeket adtunk meg, ameJyek mellett csupán első, másod, 
vagy rjegyedrendii fixpontok lehetnek. 
Bebizonyítottuk egyebek mellett, hogy 
3. Ha a<d<b és fCx) az fa,bl szakaszon értelmezett. olyan 
iterációs alapfüggvény, amel yre t'Ca)ea, fCd>~b, ('(b>£d é.-w 
xela,dl esetén x<fCx><b valamint I(x) a td,bl szakaszban 
monoton csökkenő, akkor az tn t szakaszban csak első és 
másodrendű fixpontok lehetnek. 
Ehhez a tételhez analóg a következő állitás 
4. Ha a<d<b és I'(x) az la,1)1 szakaszon érte I mezőt. t. olyan 
iterációs alapfüggvény, amelyre fCb)=b, fCd>=a, fCaJJ^d 
relációk teljesülnek és x<?Ld,bl esetén x>fCx>>a, továbbá fCx> 
az fa, dl szakaszban monoton csökkenő, akkor az la, 1)1 
szakaszban csak első és másodrendű fixpontok lehetnek. 
5. Ha a<d<b és fCx) az la.bl szakaszon érteimezett olyan 
iterációs alapf üggvéii3', amelyre fCa>=a, fCd)=b, f(.b>=b <d; 
f Cb>£d . d<d <bI rel aciók t.el lesülnek és a<x<d esetén 2 - i J 
x<f(x)<b, valamint fCx> a tb .dl szakaszban mnnr.it nn növekvő, 
a íd.bl -ben pedig monton csökkenő akkor az ía,M szakaszban 
legfeljebb negyedrendű fixpontok lehetnek. 
6. Legyen a<d<b és fCxi az la,bl szakaszban értelmezett 
olyan iterációs alapfüggvény, amelyre f'Cd>=a; fClO^b; í'Ca>>d* 
f2Ca)5d_1 j^ a<d t <d j és d<x<b esetén a<f'(x)<x valamint fCx> az 
ta.dJ szakaszban monoton csökkenő, a td;a J szakaszban 
monoton növekvő. Ekkor az ta,bl szakaszban legfeljebb 




Ebben a dolgozatban azt a kérdést vizsgáljuk, bogy 
milyen iterációs alapfüggvények esetén Jehetnek további véges 
ciklusok. 
2. A yéges rendű ciklusokról 
Legyen a tü,13 szakaszban értelmezett iterácjós alapfüggvény 
az 
2x ; ha 0 X < 1 2 
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1. ábra 
X X U 
Itt a c'=0 és c^T— pontok elsőrendű fixpontok. A 
^ 0 , ^ j szakasz bármely xfJ pontjából. kiinduló iterációs 
pontsorozatnak csak véges számú pontja van e rrzakn«ry.bai» n m n k 
megfelelően, bogy az x Q kezdőpontja a |d _ (. + j 3 » d . J 
Ci=l,^,...} szakaszok melyikébe o^ik. Ezek a szakaszok 
ugyanis egyszeresen és teljesen lefedik a ^ 0; j szakaszt: 
tehát, van olyan x^  Cj>i) iterált pont, amely a ^ jj;í 
szakaszban esik. Ezt a szakaszt fCx> önmagára képezi le; 
vagyis x^  minden iterált pont.ja ebben a szakaszban marad. 
Magasabbrendü fixpontok csak ebben a szakaszban léphetnek 
fel. 
Az 1. ábrán megrajzoltuk az í'2<x> iterált függvény képét, 
is a ^ jy; lj szakaszban. 
Tekintsük a c s a l C
 3ö] ' illetve a lc.il szakaszban az 
f (x) = 2 
-2x + | 
—x + ff 
x * 1 
? + í í 
2x - | 
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fügevényt iterációs alapfiiggvénynok. Mivel f
 ? C x :> ezeket, a 
szakaszokat önmagára képezi le és ezekben í'Cx)>c illetve 
fCxXc (x^c), ezért elsőrendűnél magasabb rendű páratlan 
rendszámú fixpontok a szóbanforgó szakaszukban, n igy n 
lj szakaszban nem léphetnek fel. 
Mivel a f2(x)-re a £ jj; c| szakaszban a bevezetőben is 
emiitett 6. tétel feltételei teljesülnek, ezért f Cx^-nok 
ebben a szakaszban legfeljebb negyedrendű fixpontjaj 
lehetnek. A tc,il szakaszban f„(x)-nelc az 5. érteiméljen 
szintén legfeljebb negyedrendű fixpontjai, lehetnek. A j ; c j 
szakaszban pl. az x^j; a íc.ll szakaszban az x2=l pont 
f CxD—nek negyedrendű, s igy fC.x5 —nek nyol.cadrendü 
fixpontjai. 
Tehát f(x) iterációs alapfüggvénynek a 10,11 szakaszban 
csak első, másod, negyed és nyolcadrendü fixpontjai lehetnek. 
Ez a példa is arra enged következtetni, hogy teljesül 
CC101 ill. T121 harmadik illetve első tételeinek^, a 
bevezetőben is emiitett 3. és 5. tét.elek következő 
általánosítása. 
TÉTEL. pp a<d<b és ftx> olyan iterációs alapfüggvény az ta,b] 
szakaszban, amelyre f(a)=a, f'Cd)=b és létezik olyan n 
Ctermészetes) szám, amelyre f , de 
2 n - ( 2 n - l > 
f (b)<d ; COSKrO teljesül, valamint a<x<d esetén 
2 l - 1 ) v ) 
x<f(x)<b és fCx) az [fCb),dl szakaszban monoton növekvő, a 
td.bl—ben pedig monoton csökkenő, akkor az ta,bl szakaszban 
legfeljebb 2n+1-rendü fixpontok lehetnek. 
- 112 -
Heg;.jegyzés: amint az már ismeret.es d — m a x <;r> ; 
— (2n-1) x e f d, b J 
f í.vO = d , .Tzaz d a legnagyobb 
2r' ~ ~ ( 2 n " t 2 n - 0 
abszcisszaérték a Td.bl szakaszban, amelyre f Cx) 
2 n ~ 
függvény d értékű. 
-C2 n _ 1-1) 
BIZONYÍTÁS. Teljes indukcióval: n=0 esetén CtlOl 3. tétele); 
n=l esetén is CSZEI'ESSY, 1987 1. tétele); igaz a tétel 
állitása. Az n»2 esetre egy speciális példát az előzőekben 
elemeztünk. 
Tegyük fel, hogy n = k-t esetén igaz (indukciós feltevés), 
bebizonyítjuk, hogy n=k esetén is igaz a tétel állitása. 
Mivel az fa,fCb)lj CfCbXd) szakasz bármely xrj pontjának 
iteráltjai nagyobbak mint X q , ezért a szakasz bármely X 
pontjából kiinduló iterációs pontsorozatnak csak véges számú 
pontja marad ebben a szakaszban, s ez legfeljebb i, ha a 
kezdőpont a Id „. . . d . I szakaszba esik. A Id „,, 
^ -ti +i) ' ~1 I V - r t + i ) 
d C i-0, 1. , 2 , . . . ) szakaszok egyszeresen és teljesen lefedik 
az Ca,fCb)3 szakaszt; van tehát olyan x^Cj>i) it.erált pont, 
amelj'ik az |Y Cb)=tbi, bj szakaszba esik. CA lefedés teljességr? 
már CSZEPESSY; 1987) bizonyítást nyert.) A Cb ,bJ szakaszt 
fCx) önmagára képezi le, vagyis x. minden iterált pontja 
ebben a szakaszban marad. Tehát magasabbrendü fixpontok is 
csak ebben a szakaszban lehetnek. , 
Tekintsük f jx)-et iterációs alapi'üggvénynek a lbi;b.l 
szakaszon. C2. ábi-a) 
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A f2(x) függvény a [b1>tl] és a | d i , bj [d f Id.bjJ 
szakaszban monton csökkenő és egy-egy ponlban metszi az 
átlót, a |d, d
 tJ szakaszban monoton növekvő, ezért abban 
Jehetnek másodrendű fixpontok. 
Ma a |d, d intervallumban vannak másodrendű fixpontok, 
akkor legven e = s u p x, f (x)=x. Az f(c)=e el 
d < x < d
 í
 2 L J 
szakaszban az f Cx)-nek C tIt) J 1. tétel) csak elsőrendű 
2 
fixpontjai lehetnek, amelyek f(x)-nek legfeljebb másodrendű 
1
 t 
fixpontjai. Az te,bl szakaszban f?Cx)-ne!c mint iterációs 
alapfüggvényneic taz indukciós feltevés következtében) 
legfeljebb 2k-rendü fixpontjai léphetnek fel, ami azt 
jelenti, hogy fCx)—nek az te.bí szakaszban legfeljebb 
2k+1-rendü fixpontjai lehetnek. 
Ezzel bebizonyítottuk, hogy az le,bl szakaszban igaz a tétel 
ál1itása. 
t v - . ] szakaszban sem lehet 2k + * — rendűnél 
magasabbrendü fixpont; mert ha c i—edrendü r>2*' J 1 fixpont. 
- á Iii i tásunkkal ellentétben akkor fCc)=ci ( tejbl) is az, 
ami az előzőek szerint lehetetlen. 
Ma a | cl, rl jj szakaszban nincs másod rondü ( i xpnut, akkor 
a ; cj és a [c,bJ szakaszokban ( c a td,bl szakaszban 
található egyetlen elsőrendű fixpont), a bizonyítás az 
előzőekhez hasonlóan végezhető el. 
Ezzel a bizonyítást befejeztük. 
Az eddigi eredmények alapján konstruálhatóak olyan 
iterációs alapfüggvények, amelyekre a fixpontok rendszáma 
felülről nem korlátos, valamint olyanok is. amelyekre a 
ciklusok rendszáma véres szám. 
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